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Problema 1.

N L 5 P (1p)
(a)
Observa F(X + A\, Y +ul,) = F(X,Y), (MX,Y € M,(R), (M)A, peR ..... (2p)
Deduce F NEINJECTIVA ...\ttt et e (1p)
(b)
Din M € Im(F) = (3)X,Y € M, (R) astfel Incat M = F(X,Y) ............... (1p)

Daca X si Y sunt inversabile, problema este rezolvata. Daca doar una dintre matricele
X, Y este neinversabila, aplica urmatorul procedeu (prezentat in cele ce urmeaza pentru
cazul cand ambele matrice X, Y sunt neinversabile) doar matricei neinversabile. Daca X si
Y sunt ambele neinversabile, considera polinoamele Py = det(X +t1,,), Py = det(Y +t1,)
si remarca faptul ca multimile radacinilor acestora, Z(Px), Z(Py ), sunt multimi finite.
Astfel, pentru A € R\ Z(Px), pn € R\ Z(Py), obtine ca X + I, si Y + ul, sunt matrice

inversabile ... ... . (3p)

Alege A = X+ M\,,, B=Y +ul,, cu A € R\ Z(Px), n € R\ Z(Py) si deduce
F(A,B) = F(X, Y )i (1p)
Finalizeaza. ... ... . (1p)

Varianta de barem pentru subpunctul (a):
Orice exemplu concret ce implica neinjectivitatea, e.g., pentru A, B € M, (R) cu A #

B, avem (A, A) # (B, B),dar F(A,A) = F(B,B)....oviiiiiiiiiii i (3p)
Problema 2.
N 1 P (1p)
Presupune ca exista o functie ce satisface ipotezele problemei. Arata ca (3)zg € (0, 00)
astfel Incat f(20) = 0. .o oo (1p)
Considera M € [xg,2014 - 2], M = sup{z € [x,2014 - 2] : f(z) =0}. ........ (2p)
Deduce f(M) =081 M <2014 - Zg. o ovorniniii e (1p)

Arata ca pentru fiecare sir (2, ),>0 C (0,00) cu lim,, o ,, = M, ()N € N astfel incat

f(xn) =0, (V)n = N (#).



In caz contrar, va exista un subsir (z,, )i>0 C (Zn)ns0 pentru care f(z,, ) # 0, (¥)k > 0,
ceea ce ar implica din ipoteza ca f(2014-x,,) =0, (V)k > 0. Cum f este continua, avem
ca f(2014 - M) = limy_,o f(2014 - 2, ) = 0 # f(2014 - M), absurd. ................ (2p)

1
Din M < 2014 - g deduce ca exista Ny € N astfel incat M + A < 2014 - xp si In
0

1
consecinta, pentru fiecare n > Ny avem M + — < 2014 -xy. Alegand pentru ficare n > Nj,
n

cate un numar a,, astfel incat M < a,, < M + — obtine un sir de numere strict pozitive
n

convergent la M. ... .. (2p)

1
Deoarece g < M < a, < M+— < 2014-x¢, (V)n > Ny si M = sup{z € [z(,2014 -z :

n
f(z) = 0}, obtine ca f(a,) # 0, (¥)n > Ny, ceea ce contrazice (#). Concluzioneaza ca nu
exista functii ce satisfac ipotezele problemei................. ... ... ... ... ... (1p)

Problema 3.

Scrie det(A — zBCT) sub forma e . e = d....... (1p)
an1 — Xbpcy ... Apy — TbyCy
Foloseste proprietatile determinantilor si obtine

b161 R blcn a1 Ce QA1np a1 Ce QA1n
asy ... QAo b2C1 c. bgcn asy . QAo
& =detA—z as;y ... Qz, |+| as1 ... asg, |+---+
AGpn-1)1 --- Qn-1)n
Gnl -+ Qpn Anl -+  Qpn b,c1 ... by,
e (2p)
Dezvolta fiecare dintre determinantii din suma si obtine
& =detA =z <Z7f=1 bicj Ay + 30 baci gy 4+ 30 bnchnj>. .......... (1p)
Restrangand termenii obtine
* =detA—=zx Z?:l bz <Z;-l:1 Cinj> e e e e e e e (].p)
Observa ca egalitatea precedenta se poate rescrie sub forma
AH . Anl
Sd=det A—azCT [ ... .. o B (2p)
Ay oo Apn
Utilizand formula inversei obtine
& =det A—zC" (det A- A7) B=det A (1 —2CTA™'B) si finalizeaza. . ... .. (2p)
Problema 4.
N 7 (1p)
bn



1 1
Obtine w1 = 3 02§l vy = 3 ud, (VI > 1o (2p)
1 1
Deduce 49 = 3 ul (V)n > 1 si in consecintd |u, o] = g lup|*, (V)n>1.... (1p)
Studiaza convergenta subsirurilor (Jusk|)k>1, (|ugk+1|)k>0, Obtine convergenta sirului
(Jtn])n>1 st deduce ca limy, oo |tn| =00 (2p)
Observa ) ) ) )
9 anb, 1/, b a,bn, 1, 1 4

Folosind lim,, , |u,| = 0, obtine lim,, ,,, x,, = 0 gi finalizeaza. ................. (1p)



